
１ 不定積分

次の不定積分を求めよ。

　       　　　　


   　　　　　　　


      

解説

は積分定数とする。

　 与式 ･



･




    

　 与式        



  




 

　 与式      







 

公式


 



 
    は積分定数

２ 接線の傾きからの関数決定

点 ， を通る曲線   上の点 ， における接線の傾きが  である

とき，   を求めよ。

解説

条件から　　    
 

ゆえに　　　             　は積分定数

この曲線は点 ， を通るから

　　　　　　   　　すなわち　　･ 
   

  ･  

よって　　　

したがって　   
   

公式

     のとき        は定数

３ 定積分

次の定積分を求めよ。

　


    


   　　　　　 



     




   

解説

　


     


   


    


   

　　　　　　　　　　　　　　


   




 








　　　　　　　　　　　　　　 







 








　 



     




    


    
   

　　　　　　　　　　　　　　　 







   

公式

関数  の不定積分のつを  とすると   


  




      

４ 定数になる定積分を含む関数

等式   


  


   を満たす関数   を求めよ。

解説

 


   とおくと　　   



  よって  






ゆえに　　 


    


 



 





 







 










よって　　　　　したがって　　   






が定数のとき， 


  とおけ

積分範囲が定数である定積分 


  の計算結果は定数になる。

したがって 


  は定数になるのでとおくことができる。

５ 定積分と微分法

次の等式が任意のに対して成り立つとき，関数   と定数の値を求めよ。

　 


   
 　　　　　　　　　 



   
 

解説

　等式の両辺をで微分すると　　   

　また，与えられた等式でとおくと，左辺はになるから

　　　　　　  

　ゆえに　　    

　よって　　，

　等式の両辺をで微分すると　　   

　また，与えられた等式でとおくと，左辺はになるから

　　　　　　

　よって　　

公式

←は定数であればなんでもいい


  


      ただしは定数



４との違いに注意。

本問題の積分範囲は 


  というように定数

変数
となっている。

したがって４のように定数とおくことはできない。

積分範囲が定数から変数のときは，微分すると になると覚えておこう。

６ 放物線と軸の間の面積

次の曲線，直線と軸で囲まれた部分の面積を求めよ。

　  　　　　　　　　　　　　    ，，

解説



 







　曲線と軸の交点の座標は，  を解

　くと，    から　　，

　ではであるから，求める面積は

　　　


    

　　　


      

　　　 





    






 





　曲線と軸の交点の座標は，  を解

　くと，  から　　，

　右の図から，求める面積は

　　　


     


    

　　　




 



 





 





　　　  



 



  

公式

区間で常に  のとき   


  

 


    区間で常に  のとき   


  

区間で常に    のとき   


     

７ 曲線間の面積

次の曲線や直線で囲まれた部分の面積を求めよ。

　  ，　　　　　　　　  ，  

解説



 











　曲線と直線の交点の座標は，  

　すなわち  を解くと

　    から　　，

　よって，右の図から，求める面積は

　　


        

　　


     


      

　　 





    















 



　曲線の交点の座標は，    

　すなわち  を解くと

　    から　　



，

　よって，右の図から，求める面積は
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曲線で囲まれた図形の面積は，グラフを書いて上下関係を調べて，    を解いて

曲線の交点を求める。

 区間 で常に    のとき　　 


     

を用いても計算できるが，以下の公式を利用すると楽に計算ができる。

  



      





   より

  



      



       





  

８ 不等式の表す領域の面積

　連立不等式  ，，の表す領域を図示せよ。

　の領域の面積を求めよ。

解説

　境界線の交点の座標は，次のつの連立方程式の解である。

　　①
 

  
　　②

 

  
　　③

  

  





  









 









　連立方程式①を解くと

　　　　 ，  ， ， ，

　連立方程式②を解くと

　　　　 ，  ， ， ，

　連立方程式③を解くと

　　　　 ，  ，

　したがって，求める領域は，図の斜線部分である。

　ただし，境界線を含む。

　直線と直線の交点の座標は　　 ，

　よって，の図から，求める面積は

　　　



     



     

　　　 


     




 









　　　










 


      


      を計算してもよい。

９ 放物線と接線の間の面積



 



 

放物線  をとする。上の点，，，における接線をそれぞれ，

，とするとき，次のものを求めよ。

　，の方程式　　　　　　　　　　　，，で囲まれる図形の面積

解説



　  から　　 

　の方程式は　　･   



　すなわち　　　　

　の方程式は　　･   

 

　すなわち　　　　

　，の交点の座標は，を解くと　　

　ゆえに　　


















←公式を利用すると

計算が楽

　よって，求める面積は

　　　 


        

　　　　　 


        

　　　 

  




   

　　　




 









 


  



　　　

公式

 
   



 
 

   

 
   



 
･



 

   

10 面積の等分

を定数とする。放物線  と軸で囲まれた部分の面積が，直線に

よって等分されるときのの値を求めよ。

解説














 

放物線  と直線の交点の座標

は，方程式  の解である。

ゆえに　　  

よって　　，

放物線と直線，放物線と軸で囲まれた部分

の面積を，それぞれ  ，とすると

　　   
 

     

　　　 
 

     

　　　 





   





  

　　 


     


   

　　 





   




求める条件は　　  

ゆえに　　





   



　すなわち　 

   

よって　　 
 　　すなわち　 



　軸の方程式はで，これはにおいてとおいたものである。

　よって，上の式  





   でとおくと，  はを表す。

　したがって，





   



としても求められる。



面積を求めるには 



      





   を利用する。


   の左辺は展開しないで，乗根の性質で 

 として計算する。

11 面積の最大・最小

点，を通る直線と放物線  で囲まれる部分の面積をとする。の最小値を求

めよ。

解説





 

  

 ，

 



点 ， を通る傾きの直線の方程式は

　　　　  ……①　と表される。

直線①と放物線  の共有点の座標は

　　　　　    

すなわち　  

を満たす。この次方程式の判別式をとすると

　　　　　 
      

　　　　　 
   

常にであるから，直線①と放物線  は

常に異なる点で交わる。

そのつの交点の座標を，  とすると

　　　　 



       



     

　　　　 



      





  

また　　
 



 


    

したがって，正の数は，のとき最小で，このとき 
   も最小であり，

の最小値は　





  






面積を求めるには 



      





   を利用する。







   なので，が最小になるにはが最小になればよい。

のとは解の公式から求める。解の公式の の中はなので


 



 


とすれば計算しやすい。

12 絶対値を含む関数の定積分

次の定積分を求めよ。

　 


  　　　　　　　 


  

解説









 

 

　のとき　    

　　のとき　  

　 与式  


    


   

　　　




 



 





 





　　　   


    




　求める定積分は，図の斜線部分の面積に等しい

　から　　 与式 



･･




･･
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　のとき　     

　　のとき　     

　 与式  


    


   

　　　




 



 





 





　　　  



  




      






　　　



のとき   ， のとき  

絶対値を含む定積分の計算は，まずグラフを書いて上下関係を調べる。
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